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INDICE DES SOUS-ALGÈBRES BIPARABOLIQUES D’UNE ALGÈBRE DE
LIE SIMPLE CLASSIQUE
MEHER BOUHANI
Abstract. We generalize the results in [2] giving a reduction algorithm allowing to compute
the index of seaweed subalgebras of classical simple Lie algebras. We thus are able to obtain
the index of some interesting families of seaweed subalgebras and to give new examples of large
classes of Frobenius Lie algebras among them.
Résumé. On généralise les résultats de [2] en donnant un algorithme de réduction pour le
calcul de l’indice des sous-algèbres biparaboliques d’une algèbre de Lie simple classique qui
permet d’obtenir l’indice de certaines classes intéressantes de ces sous-algèbres et d’en déduire
en particulier celles parmi elles qui sont des sous-algèbres de Frobenius.
1. Introduction
Soit g l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie algébrique complexe G et g∗ son dual. Pour f ∈ g∗,
on note gf le stabilisateur de f pour l’action coadjointe. On appelle indice de g et on note χ[g] la
dimension minimale de gf lorsque f parcourt g∗. Si χ[g] = 0, g est dite une algèbre de Frobenius.
Dans toute la suite, les groupes et les algèbres de Lie considérés sont algébriques définis
sur le corps des complexes. Pour toute paire (r, s) d’entiers naturels, on note r[s] le reste de
la division euclidienne de r par s et r ∧ s le plus grand commun diviseur de r et s. Pour
a = (a1, . . . , ak) ∈ N
k, on pose |a| := a1 + · · ·+ ak.
Soient n ∈ N×, a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions vérifiant |a| ≤ n et
|b| ≤ n. On associe à la paire (a, b) une unique sous-algèbre biparabolique de sp(2n) (resp.
so(2n+1), so(2n)) que l’on note qCn (a | b) (resp. q
B
n (a | b), q
D
n (a | b)), et toutes les sous-algèbres
biparaboliques de sp(2n) (resp. so(2n+1), so(2n)) sont ainsi obtenues à conjugaison près par le
groupe adjoint connexe de sp(2n) (resp. so(2n+1), so(2n)). Cependant, dans le cas de type D,
comme expliqué dans la section 4, on peut supposer que, si |a| = n (resp. |b| = n), alors ak > 1
(resp. bt > 1). Si |a| = |b| = n, on associe à la paire (a, b) une unique sous-algèbre biparabolique
de gl(n) (à conjugaison près par le groupe adjoint connexe de gl(n)) que l’on note qA(a | b)
(voir [1], [7] et [8]).
Pour a = (a1, . . . , ak) ∈ Nk et b = (b1, . . . , bt) ∈ Nt tels que |a| ≤ n et |b| ≤ n, on désigne
par a˜ (resp. b˜) la suite obtenue de a (resp. b) en supprimant les termes nuls et on convient que
qA(a | b) = qA(a˜ | b˜) si |a| = |b| = n et qIn(a | b) = q
I
n(a˜ | b˜), I = B, C ou D.
Pour n > 1, soit Ξn l’ensemble des paires de compositions (a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bt))
qui vérifient : |a| = n, |b| = n− 1 et ak > 1 ou |b| = n, |a| = n− 1 et bt > 1.
Dans [5], Dergachev et Kirillov associent à chaque sous-algèbre biparabolique qA(a | b) de
gl(n) un graphe appelé méandre de qA(a | b) et noté ΓA(a | b). Il est construit de la manière
suivante : on place n points consécutifs, appelés sommets de ΓA(a | b) et numérotés de 1 à n,
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sur une droite horizontale, puis on relie au dessous (resp. au dessus) de cette droite par un arc
toute paire de sommets distincts de la forme (a1 + · · · + ai−1 + ji, a1 + · · · + ai − ji + 1), 1 ≤
ji ≤ ai, 1 ≤ i ≤ k (resp. (b1 + · · · + bi−1 + ji, b1 + · · · + bi − ji + 1), 1 ≤ ji ≤ bi, 1 ≤ i ≤ t).
Au moyen des composantes connexes de ce graphe, qui sont des cycles et des segments, les
auteurs décrivent l’indice de qA(a | b) (voir théorème 2.1). Ce résultat a été généralisé au
cas des sous-algèbres biparaboliques de sp(2n) de deux manières indépendantes dans [4] et
[7], et au cas des sous-algèbres biparaboliques de so(n) dans [7] et [8]. Dans [7] et [8], les
auteurs associent à la sous-algèbre biparabolique qIn(a | b) un méandre noté Γ
I
n(a | b), où
I = B, C ou D. Lorsque I = B, C ou I = D et (a | b) /∈ Ξn, le méandre ΓIn(a | b) vérifie
ΓIn(a | b) = Γ
A(a1, . . . , ak, 2(n − |a|), ak, . . . , a1 | b1, . . . , bt, 2(n − |b|), bt, . . . , b1). Lorsque I = D
et (a | b) ∈ Ξn, le méandre ΓDn (a | b) possède deux arcs qui se croisent (voir section 4).
Dans [4], les auteurs donnent une formule de l’indice de la sous-algèbre biparabolique qCn (a, b |
c) lorsque |a + b − c| = 1 ou 2 leur permettant de déterminer la famille des sous–algèbres
biparaboliques de Frobenius qui sont de la forme qCn (a, b | c), (a, b, c) ∈ (N
×)3. Dans ce travail,
nous donnons une formule de l’indice des sous-algèbres biparaboliques de sp(2n) (resp. so(2n+
1), so(2n)) qui sont de la forme qCn (a, b | c) (resp. q
B
n (a, b | c), q
D
n (a, b | c)), pour tout (a, b, c) ∈
(N×)3 (resp. (a, b, c) ∈ (N×)3, (a, b, c) ∈ (N×)3 et b > 1 si a+ b = n) (voir théorèmes 3.5 et 4.4).
Plus précisément, nous montrons le théorème suivant :
Théorème 1.1. Soient a, b, c, n ∈ N× tels que s := max(a+b, c) ≤ n. On pose p = (a+b)∧(b+c)
et r = |a+ b− c|. Alors
1) i) Si p > r, on a χ(qBn (a, b | c)) = χ[q
C
n (a, b | c)] = p− r + [
r
2 ] + n− s
ii) Si p ≤ r, on a
χ[qBn (a, b | c)] = χ[q
C
n (a, b | c)] =
{
[ r2 ] + n− s si p et r sont de même pariété
[ r2 ]− 1 + n− s sinon
2) Soit ΓDn (a, b | c) le méandre de q
D
n (a, b | c), Alors
i) Si ((a, b), c) /∈ Ξn, on a χ[q
D
n (a, b | c)] = χ[q
C
n (a, b | c)] + ǫ, où ǫ est donné par :
ǫ =


0 si r est un entier pair
1 si r est un entier impair, s = n et de plus l’arc de ΓDn (a, b | c) joignant les
sommets n et n+ 1 est un arc d’un segment de ΓDn (a, b | c)
−1 dans les cas restants
ii) Si ((a, b), c) ∈ Ξn, on a χ[q
D
n (a, b | c)] = |(a ∧ n)− 2|
En particulier, nous caractérisons les algèbres de Frobenius de cette famille (voir corollaires
3.2 et 4.2).
Pour une sous-algèbre biparabolique qA(a | b) de gl(n), on pose
Ψ[qA(a | b)] =
{
χ[qA(a | b)] si le sommet n appartient à un segment de ΓA(a | b)
χ[qA(a | b)]− 2 sinon
Dans [2], nous avons donné un algorithme de réduction permettant le calcul de l’indice des
sous-algèbres biparaboliques qA(a, b) de gl(n). Dans cet article, nous généralisons ce résultat au
cas des sous-algèbres biparaboliques qCn (a, b) (resp. q
B
n (a, b), q
D
n (a, b)) de sp(2n) (resp. so(2n+1),
so(2n)) (voir théorèmes 3.2, 4.2 et 4.3). Nous montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas
a = (t) et |b| ≤ t ≤ n, t ∈ N×. Ensuite, nous donnons les deux théorèmes suivants
Théorème 1.2. Soient t ∈ N× et a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant |a| ≤ t ≤ n. On
pose ak+1 = t − |a| et di = (a1 + . . . ai−1) − (ai+1 + · · · + ak+1), 1 ≤ i ≤ k. Soit qn(t | a) :=
qBn (t | a), q
C
n (t | a) ou qn(t | a) := q
D
n (t | a) si (t | a) /∈ Ξn.
INDICE DES SOUS-ALGÈBRES BIPARABOLIQUES D’UNE ALGÈBRE DE LIE SIMPLE CLASSIQUE 3
1) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di 6= 0 et tout α ∈ Z tel que ai + α|di| ≥ 0, on a
χ[qn(t | a)] = χ[qn+α|di|(t+ α|di| | a1, . . . , ai−1, ai + α|di|, ai+1, . . . , ak)]
En particulier, on a
χ[qn(t | a)] = χ[qn−ai+ai[|di|](t− ai + ai[|di|] | a1, . . . , ai−1, ai[|di|], ai+1, . . . , ak)]
2) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di = 0, on a
χ[qn(t | a)] = ai + χ[qn−ai(t− ai | a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak)]
Théorème 1.3. Soient a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant 1 ≤ |a| = n − 1 (i.e (n |
a) ∈ Ξn). On pose a
′
= (a
′
1, . . . , a
′
k) = (a1, . . . , ak−1, ak + 1), dk = −(a
′
1 + · · · + a
′
k−1) et
di = (a
′
1 + · · ·+ a
′
i−1)− (a
′
i+1 + · · ·+ a
′
k), 1 ≤ i ≤ k − 1.
1) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di 6= 0 et tout α ∈ Z tel que a
′
i + α|di| ≥ 0, on a
χ[qDn (n | a1, . . . , ak)] = Ψ[q
A(n+ α|di| | a
′
1, . . . , a
′
i−1, a
′
i + α|di|, a
′
i+1, . . . , a
′
k)]
En particulier, si on pose ti = a
′
i − a
′
i[|di|], on a
χ[qDn (n | a1, . . . , ak)] = Ψ[q
A(n− ti | a
′
1, . . . , a
′
i−1, a
′
i[|di|], a
′
i+1 . . . , a
′
k)]
2) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di = 0, on a
χ[qDn (n | a1, . . . , ak)] = ai +Ψ[q
A(n− ai | a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak)]
Comme conséquence de ces deux théorèmes, nous donnons de nouvelles familles de sous-
algèbres biparaboliques de sp(2n) (resp. so(2n+ 1), so(2n)) qui sont de Frobenius (voir lemme
3.5 et théorème 4.6). Enfin, nous montrons que si a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt) sont deux
compositions de n telles que qAs (a | b) := q
A(a | b) ∩ sl(n) est une sous-algèbre de Frobenius
de sl(n) (i.e, χ[qA(a | b)] = 1), alors les algèbres qD2n(2a1, . . . , 2am | 2b1, . . . , 2bt−1, 2bt − 1) et
qD2n(2a1, . . . , 2am−1, 2am − 1 | 2b1, . . . , 2bt) sont deux sous-algèbres de Frobenius de so(4n), et
toutes les sous-algèbres de Frobenius de so(2n) qui sont de la forme qDn (a | b) où (a | b) ∈ Ξn
sont ainsi obtenues (voir théorème 4.5). En particulier, pour tout n ≥ 1 et pour toute paire de
compositions (a | b) ∈ Ξ2n+1, qD2n+1(a | b) n’est pas une sous-algèbre de Frobenius.
Je remercie les professeurs Pierre Torasso et Mohamed Salah khalgui pour d’utiles conversa-
tions qui m’ont aidé dans ce travail.
2. Rappels
Soit G un groupe de Lie algébrique complexe, g son algèbre de Lie et g∗ le dual de g. Au
moyen de la représentation coadjointe, g et G opèrent dans g∗ par :
(x.f)(y) = f([y, x]), ∀x, y ∈ g et f ∈ g∗
(x.f)(y) = f(Adx−1y), ∀x ∈ G, y ∈ g et f ∈ g∗
Pour f ∈ g∗, soit Gf le stabilisateur de f pour cette action et gf son algèbre de Lie :
Gf = {x ∈ G; f(Adx
−1y) = f(y), ∀y ∈ g}
gf = {x ∈ g; f([x, y]) = 0, ∀y ∈ g}
On appelle indice de g l’entier χ[g] défini par :
χ[g] = min{dim gf , f ∈ g
∗}
Si χ[g] = 0, g est dite une algèbre de Frobenius.
Supposons g une algèbre de Lie semi-simple. Soit h une sous-algèbre de Cartan de g, ∆ ⊂ h∗
le système de racines de g relativement à h, π := {α1, . . . , αn} une base de racines simples
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numérotée, dans le cas où g est simple, conformément à Bourbaki [3]. Alors ∆ = ∆+ ∪ ∆−
où ∆+ est l’ensemble des racines positives relativement à π et ∆− = −∆+. Pour α ∈ ∆, soit
gα := {x ∈ g; [h, x] = α(h)x, h ∈ h}, gα est de dimension un.
Pour toute partie π
′
⊂ π, soient ∆+
pi
′ = ∆+ ∩ Nπ
′
où Nπ
′
désigne l’ensemble des combinaisons
linéaires des éléments de π
′
à coefficients dans N, ∆−
pi
′ = −∆
+
pi
′ et n±
pi
′ = ⊕α∈∆±
pi
′
gα.
Définitions 2.1. Soit (π
′
, π
′′
) une paire de parties de π, la sous-algèbre qpi′ ,pi′′ := n
+
pi
′ ⊕ h⊕n
−
pi
′′
est appelée sous-algèbre biparabolique standard de g.
On appelle sous-algèbre biparabolique de g toute sous-algèbre de g conjuguée par G à une sous-
algèbre biparabolique standard de g.
Si π
′
= π ou π
′′
= π, toute sous-algèbre de g conjuguée par G à qpi′ ,pi′′ est dite sous-algèbre
parabolique de g.
Soit π
′
= {αi1 , . . . , αik} une partie de π, on pose Spi′ := (i1, i2 − i1, . . . , ik − ik−1, n+1− ik),
Tpi′ := (i1, i2 − i1, . . . , ik − ik−1) et on convient que S∅ = (n+ 1) et T∅ = ∅. Alors Spi′ est une
composition de n+ 1, Tpi′ est une composition d’un entier t ≤ n.
Supposons g = sl(n + 1), on associe à toute paire (a, b) de compositions de n + 1 la sous-
algèbre biparabolique qAs (a | b) := qpi′ ,pi′′ telle que a = Spi\pi′ et b = Spi\pi′′ . La sous-algèbre
qA(a | b) := qAs (a | b)⊕CIn+1, In+1 étant la matrice identité d’ordre n+1, est une sous-algèbre
biparabolique de gl(n + 1) qui vérifie χ[qA(a | b)] = χ[qAs (a | b)] + 1. Toutes les sous-algèbres
biparaboliques de gl(n+1) sont ainsi obtenues (à conjugaison près par le groupe adjoint connexe
de gl(n + 1)). La sous-algèbre qA(a | b) est une sous-algèbre parabolique de gl(n + 1) si et
seulement si a = (n + 1) ou b = (n+ 1). Soit (e1, . . . , en) la base canonique de Cn, V = {V0 =
{0} ( V1 ( · · · ( Vm = C
n} et W = {Cn = W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} les drapeaux
de sous-espaces tels que Vi = 〈e1, . . . , ea1+···+ai〉, 1 ≤ i ≤ m, et Wi = 〈eb1+···+bi+1, . . . , en〉,
1 ≤ i ≤ t− 1. Alors qA(a|b) est le stabilisateur dans gl(n) de la paire de drapeaux (V ,W ).
Supposons g = sp(2n) (resp. so(2n + 1), so(2n)), on associe à toute paire de compositions
(a, b) vérifiant |a| ≤ n et |b| ≤ n, la sous-algèbre biparabolique qIn(a | b) := qpi′ ,pi′′ , I = C
(resp. B, D) de sp(2n) (resp. so(2n + 1), so(2n)) telle que a = Tpi\pi′ et b = Tpi\pi′′ . À conju-
gaison près par le groupe adjoint connexe de sp(2n) (resp. so(2n+ 1), so(2n)), toutes les sous-
algèbres biparaboliques de sp(2n) (resp. so(2n+1), so(2n)) sont ainsi obtenues. La sous-algèbre
qIn(a | b), I = C (resp. B, D) est une sous-algèbre parabolique de sp(2n) (resp. so(2n + 1),
so(2n)) si et seulement si a = ∅ ou b = ∅. Soit encore (e1, . . . , en) la base canonique de Cn.
On munit Cn de la forme bilinéaire 〈 , 〉 antisymétrique (cas sp(n) avec n pair) (resp. symé-
trique (cas so(n))) telle que 〈ei, en+1−j〉 = δi,j 1 ≤ i, j ≤ n, i + j ≤ n + 1. Soit (a, b) une
paire de compositions vérifiant |a| ≤ [n2 ] et |b| ≤ [
n
2 ], V = {V0 = {0} ( V1 ( · · · ( Vm}
et W = {W0 ) W1 ) · · · ) Wt = {0}} les drapeaux de sous-espaces isotropes tels que
Vi = 〈e1, . . . , ea1+···+ai〉, 1 ≤ i ≤ m, et Wi = 〈en−(b1+···+bt−i)+1, . . . , en〉, 0 ≤ i ≤ t − 1. Alors
qC[n
2
](a|b) (resp. q
I
[n
2
](a|b), I = B, si n est impair et I = D, si n est pair) est le stabilisateur dans
sp(n) (resp. so(n)) de la paire de drapeaux (V ,W ).
Soit a = (a1, . . . , ak) une composition d’un entier n ∈ N×, on pose Ii = [a1 + · · · + ai−1 +
1, . . . , a1 + · · · + ai−1 + ai] ∩ N, 1 ≤ i ≤ k et on associe à la composition a, l’involution θa de
{1, . . . , n}, définie par θa(x) = 2(a1 + · · ·+ ai−1) + ai − x+ 1, x ∈ Ii, 1 ≤ i ≤ k .
Soit (a, b) une paire de compositions d’un entier n ∈ N×, On associe à la sous-algèbre bipa-
rabolique qA(a | b) de gl(n) un graphe noté ΓA(a | b) et appelé méandre de qA(a | b), dont les
sommets sont n points consécutifs situés sur une droite horizontale D et numérotés 1, 2, . . . , n.
Il est construit de la manière suivante : on relie par un arc au dessous (resp. au dessus) de la
droite D toute paire de sommets distincts de Γ(a | b) de la forme (x, θa(x)) (resp.(x, θb(x))),
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x ∈ {1, . . . , n}. Une composante connexe de ΓA(a | b) est soit un cycle, soit un segment (voir[1]).
Exemple 2.1. ΓA(2, 4, 3 | 5, 2, 2)= r r r r r r r r r✛ ✘☛ ✟ ✄   ✄  ✂ ✁ ✒ ✑✂ ✁ ✡ ✠
Théorème 2.1. [5] Soient qA(a | b) une sous-algèbre biparabolique de gl(n) et ΓA(a | b) son
méandre, on a :
χ[qA(a | b)] = 2× (nombre de cycles) + nombre de segments
Lemme 2.1. [2] Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions telles que |b| =
|a| = n. On pose a−1 = (ak, . . . , a1). On a :
χ[qA(a | b)] = χ[qA(2n | a−1, b)]
Théorème 2.2. [2] Soit a, b, c, d et n ∈ N× tels que a+ b = c+ d = n, on a
1) χ[qA(a, b | n)] = a ∧ b
2) χ[qA(a, b | c, d)] = χ[qA(a, b, c | n+ c)] = (a+ b) ∧ (b+ c)
Théorème 2.3. [2] Soit pA(a1, . . . , ak) := qA(a1, . . . , ak | n) une sous-algèbre parabolique de
gl(n). On pose dk = −(a1+ · · ·+ak−1) et di = (a1+ · · ·+ai−1)−(ai+1+ · · ·+ak), 1 ≤ i ≤ k−1.
1) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di 6= 0 et tout α ∈ Z tel que ai + α|di| ≥ 0, on a
χ[pA(a1, . . . , ak)] = χ[p
A(a1, . . . , ai + α|di|, . . . , ak)]
En particulier, on a
χ[pA(a1, . . . , ak)] = χ[p
A(a1, . . . , ai−1, ai[|di|], ai+1 . . . , ak)]
2) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di = 0, on a
χ[pA(a1, . . . , ak)] = ai + χ[p
A(a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak)]
3. sous-algèbres biparaboliques de sp(2n)
Soient n ∈ N× et (a, b) une paire de compositions vérifiant |a| ≤ n et |b| ≤ n. On associe
à la sous-algèbre biparabolique qCn (a | b) de sp(2n) le méandre Γ
C
n (a | b) := Γ
A(a
′
| b
′
), où
a
′
= (a1, . . . , ak, 2(n−|a|), ak, . . . , a1) et b
′
= (b1, . . . , bt, 2(n−|b|), bt, . . . , b1). a
′
et b
′
sont deux
compositions de 2n, le nombre de sommets de ΓCn (a | b) est alors égal à 2n. Soit σ la symétrie par
rapport à la droite verticale passant par le milieu des sommets n et n+ 1. Par construction, le
méandre ΓCn (a | b) est invariant par σ. Un cycle (resp. segment) X est dit invariant si σ(X) = X.
Exemple 3.1.
ΓC8 (2, 5 | 1, 4) = r r r r r r r r r r r r r r r r
✛ ✘☛ ✟ ✬ ✩✛ ✘☛ ✟ ✛ ✘☛ ✟
✡ ✠ ✚ ✙✡ ✠ ✡ ✠ ✚ ✙✡ ✠ ✡ ✠
Théorème 3.1. [7] Soient qCn (a | b) une sous-algèbre biparabolique de sp(2n) et Γ
C
n (a | b) son
méandre, ona :
χ[qCn (a | b)] = nombre de cycles +
1
2
(nombre de segments non invariants)
Corollaire 3.1. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions telles que |a| ≤ n
et |b| ≤ n.
1) χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
n (b | a)]
2) χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
max(|a|,|b|)(a | b)] + n−max(|a|, |b|)
3) χ[qCn (a | ∅)] =
∑
1≤i≤k[
ai
2 ] + (n− |a|)
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4) S’il existe 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ t tels que a1 + · · · + ai = b1 + · · · + bj , on a :
χ[qCn (a | b)] = χ[q
A(a1, . . . , ai | b1, . . . , bj)] + χ[q
C
n−(a1+···+ai)
(ai+1, . . . , ak | bj+1, . . . , bt)]
où qA(a1, . . . , ai | b1, . . . , bj) est la sous-algèbre biparabolique de gl(a1 + · · · + ai) associée
à la paire de compositions ((a1, . . . , ai), (b1, . . . , bj)). En particulier, si |a| = |b|, alors
χ[qCn (a | b)] = χ[q
A(a | b)] + χ[qC
n−|a|(∅ | ∅)] = χ[q
A(a | b)] + n− |a|
Lemme 3.1. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions telles que |b| ≤ |a| ≤
n. On pose a−1 = (ak, . . . , a1). On a :
χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
n+|a|(2|a| | a
−1, b)]
Démonstration. D’après le corollaire 3.1, on peut supposer |a| = n. Soit I = [1, n], I
′
= [1, |b|]
et c = (ak, . . . , a1, b1, . . . , bt). On vérifie que θa (resp. θb) est la restriction de θnθcθn (resp.
θn+|b|θcθn+|b|) à I (resp. I
′
). Puisque les méandres ΓC2n(2n | a
−1, b) et ΓCn (a | b) sont invariants
par la symétrie σ définie au début de ce paragraphe, il existe alors une bijection entre les
ensembles des composantes connexes des deux méandres conservant le nombre des cycles et le
nombre des segments non invariants (voir exemple 3.2). Le résultat se déduit alors du théorème
3.1.

Exemple 3.2. Considérons la paire de compositions ((2, 3), (3, 1)), les arcs en bleu dans le
méandre ΓC5 (2, 3 | 3, 1) sont envoyés sur les arcs en bleu dans le méandre Γ
C
10(10 | 3, 2, 3, 1).
ΓC5 (2, 3 | 3, 1) = r r r r r r r r r r✓ ✏ ✓ ✏☛✟✡✠ ✡✠✒ ✑✒ ✑
ΓC10(10 | 3, 2, 3, 1) = r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r✓ ✏ ✓ ✏☛✟✓ ✏☛✟ ✓ ✏☛✟
✫ ✪✫ ✪✫ ✪
✚ ✙✡✠
✫ ✪✫ ✪✫ ✪
✚ ✙✡✠
Remarque 3.1. Compte tenu du corollaire 3.1 et du lemme 3.1, pour étudier l’indice des sous-
algèbres biparaboliques de sp(2n), on peut se ramener au cas des sous-algèbres biparaboliques de
la forme qCn (n | a), où a est une composition d’un entier inférieur ou égal à n.
Lemme 3.2. Soient a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant |a| ≤ n et s = n − |a|. Alors,
pour tout t ∈ N, on a
χ[qCn+4ts(n+ 4ts | 2s, . . . , 2s︸ ︷︷ ︸
t
, a, 2s, . . . , 2s︸ ︷︷ ︸
t
)] = χ[qCn (n | a)]
En particulier, si qCn (n | a) est une sous-algèbre de Frobenius de sp(2n), alors, pour tout t ∈ N,
la sous-algèbre biparabolique qCn+4ts(n + 4ts | 2s, . . . , 2s︸ ︷︷ ︸
t
, a, 2s, . . . , 2s︸ ︷︷ ︸
t
) est une sous-algèbre de
Frobenius de sp(2(n + 4ts)).
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Démonstration. La figure suivante montre que le résultat est vrai pour t = 1.
ΓCn+4s(n+ 4s | 2s, a, 2s) = r r r r r r r r r r r r r r✛ ✘☛✟ ✛ ✘☛✟✛ ✘✛✘. . . . . . . . .
✫ ✪✫ ✪
✫ ✪✫ ✪
✫ ✪
✛☛
sa1 ak
Le résultat s’en déduit alors par récurrence sur t. 
Lemme 3.3. Soient a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant |a| ≤ n. Supposons qu’il existe
1 ≤ i ≤ k tel que |a|i := a1 + · · ·+ ai ≤ n− |a|. Alors, on a
χ[qCn (n | a)] =
∑
1≤j≤i
[
aj
2
] + χ[qCn−2|a|i(n− 2|a|i | ai+1, . . . , ak)]
En particulier, si |a| ≤ [n2 ], on a
χ[qCn (n | a)] =
∑
1≤j≤k
[
aj
2
] + [
n− 2|a|
2
]
Démonstration. Le méandre ΓCn (n | a) est réunion disjointe des méandres Γ
C
2|a|i
(2|a|i | a1, . . . , ai)
et ΓC
n−2|a|i
(n−2|a|i | ai+1, . . . , ak). D’autre part, on vérifie que le méandre ΓC2|a|i(2|a|i | a1, . . . , ai)
est composé de
∑
1≤j≤i[
aj
2 ] cycles et
∑
1≤j≤i[
aj+1
2 ] −
∑
1≤j≤i[
aj
2 ] segments qui sont tous inva-
riants. Le résultat se déduit alors du théorème 3.1. 
Lemme 3.4. Soient a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant |a| ≤ n. On pose ak+1 = n−|a|.
Alors,
1) Soient ai,j = (a1 + · · · + ai) − (aj + · · · + ak+1) et a
i,j = (ai+1 + · · · + aj−1) + |ai,j|,
1 ≤ i < j ≤ k + 1. On a
χ[qCn (n | a)] =
{
χ[qC
n+ai,j
(n+ ai,j | a1, . . . , ai, a
i,j , ai+1, . . . , ak)] si ai,j < 0
χ[qC
n+ai,j
(n+ ai,j | a1, . . . , aj−1, a
i,j , aj , . . . , ak)] si ai,j ≥ 0
2) Soit di = (a1+ · · ·+ai−1)−(ai+1+ · · ·+ak+1), 1 ≤ i ≤ k. Supposons qu’il existe 1 ≤ i ≤ k
tel que ai ≥ |di|. On a
i) χ[qCn (n | a)] =
{
χ[qCn+ai+di(n+ ai + di | a1, . . . , ai, ai + di, ai+1, . . . , ak)] si di < 0
χ[qCn+ai−di(n+ ai − di | a1, . . . , ai−1, ai − di, ai, . . . , ak)] si di ≥ 0
ii) χ[qCn (n | a)] = χ[q
C
n−|di|
(n− |di| | a1, . . . , ai−1, ai − |di|, ai+1, . . . , ak)].
Démonstration. 1) Supposons ai,j ≤ 0. Il suit de la démonstration du lemme 3.1 qu’il existe
une bijection entre les composantes connexes des méandres ΓC
ai,j
(ai,j | ai+1, . . . , aj−1) et
ΓC
2ai,j
(2ai,j | ai,j, ai+1, . . . , aj−1) conservant le nombre de cycles et le nombre de segments
invariants. Compte tenu de la symétrie σ, cette bijection se prolonge de manière naturelle
en une bijection entre les composantes connexes des méandres ΓCn (n | a) et Γ
C
n+ai,j (n+a
i,j |
a1, . . . , ai, a
i,j , ai+1, . . . , ak) qui conserve le nombre de cycles et le nombre de segments
invariants. Le résultat découle du théorème 3.1. Le cas ai,j ≥ 0 se démontre de la même
manière (voir exemple 3.3).
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2) i) Il suffit de remarquer que
{
ai,i+1 = ai,i+1 = ai + di si di < 0
ai−1,i = −ai−1,i = ai − di si di ≥ 0
(voir exemple 3.4).
ii) Soit b = (b1, . . . , bk) tel que bj = aj si j 6= i et bi = ai−|di|. On vérifie que bi−1,i+1 = di
et bi−1,i+1 = ai, il suit de 1) que l’on a
χ[qCn (b | n)] =
{
χ[qCn+ai+di(n+ ai + di | a1, . . . , ai, ai + di, ai+1, . . . , ak)] si di < 0
χ[qCn+ai−di(n+ ai − di | a1, . . . , ai−1, ai − di, ai, . . . , ak)] si di ≥ 0
Le résultat se déduit de i)

Exemple 3.3. Considérons la composition a = (a1, a2) = (3, 2) et n = 7, alors |a| = 5,
a3 = n− |a| = 2, a1,3 = a1 − a3 = 1 > 0 et a
1,3 = a2 + a1,3 = 3. Par suite, on a
χ[qC7 (7 | 3, 2)] = χ[q
C
10(10 | 3, 2, 3)].
ΓC7 (7 | 3, 2) = r r r r r r r r r r r r r r✓ ✏ ✓ ✏
✛ ✘☛✟☛✟ ☛✟
✫ ✪✧ ✦✒ ✑ ✫ ✪✧ ✦✒ ✑
ΓC10(10 | 3, 2, 3) = r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r✓ ✏ ✓ ✏
✛ ✘☛✟☛✟ ☛✟✓ ✏ ✓ ✏
✫ ✪✫ ✪✫ ✪
✚ ✙✡✠
✫ ✪✫ ✪✫ ✪
✚ ✙✡✠
Exemple 3.4. Considérons la composition a = (a1, a2) = (3, 3) et n = 8, alors |a| = 6,
a3 = n− |a| = 2, d2 = a1 − a3 = 1 > 0 et a2 − d2 = 2. On a χ[q8(8 | 3, 3)] = χ[q10(10 | 3, 2, 3)].
Les arcs en bleu dans le méandre ΓC8 (8 | 3, 3) sont envoyés sur les arcs en bleu dans le méandre
ΓC10(10 | 3, 2, 3).
ΓC8 (8 | 3, 3) = r r r r r r r r r r r r r r r r✓ ✏ ✓ ✏
✛ ✘☛✟✓ ✏ ✓ ✏
✫ ✪✫ ✪✚ ✙✡✠ ✫ ✪✫ ✪✚ ✙✡✠
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ΓC10(10 | 3, 2, 3) = r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r✓ ✏ ✓ ✏
✛ ✘☛✟✓ ✏☛✟ ✓ ✏☛✟
✫ ✪✫ ✪✫ ✪
✚ ✙✡✠
✫ ✪✫ ✪✫ ✪
✚ ✙✡✠
Le théorème suivant est une conséquence imédiate du corollaire 3.1 et du lemme 3.4.
Théorème 3.2. Soient a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant |a| ≤ n. On pose ak+1 =
n− |a| et di = (a1 + · · ·+ ai−1)− (ai+1 + · · ·+ ak+1), 1 ≤ i ≤ k.
1) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di 6= 0 et tout α ∈ Z tel que ai + α|di| ≥ 0, on a
χ[qCn (n | a)] = χ[q
C
n+α|di|
(n+ α|di| | a1, . . . , ai−1, ai + α|di|, ai+1, . . . , ak)]
En particulier, on a
χ[qCn (n | a)] = χ[q
C
n−ai+ai[|di|]
(n− ai + ai[|di|] | a1, . . . , ai−1, ai[|di|], ai+1, . . . , ak)]
2) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di = 0, on a
χ[qCn (n | a)] = ai + χ[q
C
n−ai(a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak)]
Remarque 3.2. Le lemme 2.4 de [2] montre que si la composition a = (a1, . . . , ak) et l’entier
n vérifient |a| ≤ n, alors il existe 1 ≤ i ≤ k tel que ai ≥ |di| ou |a| ≤ [
n
2 ].
Remarque 3.3. Compte tenu du corollaire 3.1, des lemmes 3.1 et 3.3 et de la remarque 3.2,
le théorème précédent donne un algorithme de réduction permettant le calcul de l’indice des
sous-algèbres biparaboliques de sp(2n).
Exemple 3.5. Considérons la sous-algèbre biparabolique qC200(15, 185 | 17, 61, 117) de sp(400).
Compte tenu du lemme 3.1, on a
χ[qC200(15, 185 | 17, 61, 117)] = χ[q
C
400(400 | 185, 15, 17, 61, 117)]
Puis, en appliquant successivement le théorème 3.2, on a
χ[qC400(400 | 185, 15, 17, 61, 117)] = χ[q
C
385(385 | 185, 17, 61, 117)]
= χ[qC369(369 | 185, 1, 61, 117)]
= χ[qC185(185 | 1, 1, 61, 117)]
= χ[qC69(69 | 1, 1, 61, 1)]
= χ[qC9 (9 | 1, 1, 1, 1)]
Il suit du lemme 3.3 que l’on a
χ[qC400(400 | 185, 15, 17, 61, 117)] = χ[q
C
9 (9 | 1, 1, 1, 1)]
= 0
Lemme 3.5. Pour tout k ∈ N× et (α1, . . . , αk) ∈ Nk, soit ak+1 = k et a = (a1, . . . , ak) la
composition définie par ai = 1 + αi(ai+1 + · · · + ak+1 − i+ 1), 1 ≤ i ≤ k et r = |a|+ k. Alors,
qCr (r | a) est une sous-algèbre de Frobenius de sp(2r).
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Démonstration. Soit si = ai+1 + · · · + ak+1 − i + 1, 1 ≤ i ≤ k, alors ai[si] = 1. Utilisant la
réduction du théorème 3.2, on obtient
χ[qCr (r | a)] = χ[q
C
2k−1(2k − 1 | 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k−1
)]
Il suit du lemme 3.3 que l’on a
χ[qCr (r | a)] = 0

Lemme 3.6. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions vérifiant |b| ≤ |a| ≤
n. Supposons a1 > b1, on a :
χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
n−b1(a1 − b1 − a1[a1 − b1], a1[a1 − b1], a2, . . . , ak | b2 . . . , bt)]
.
Démonstration. D’après le corollaire 3.1, on peut supposer que |a| = n. Utilisant le lemme 3.1
et le théorème 3.2, on a :
χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
2n(2n | ak, . . . , a1, b)]
= χ[qC2n−b1(2n − b1 | ak, . . . , a1, b2, . . . , bt)]
= χ[qC2n−b1−a1+a1[a1−b1](2n − b1 − a1 + a1[a1 − b1] | ak, . . . , a2, a1[a1 − b1], b2, . . . , bt)]
= χ[qC2n−2b1(2n− 2b1 | ak, . . . , a2, a1[a1 − b1], a1 − b1 − a1[a1 − b1], b2, . . . , bt)]
= χ[qCn−b1(a1 − b1 − a1[a1 − b1], a1[a1 − b1], a2, . . . , ak | b2 . . . , bt)]

Lemme 3.7. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions vérifiant |b| = |a| =
n. Supposons a1 > b1, on a :
χ[qA(a | b)] = χ[qA(a1 − b1 − a1[a1 − b1], a1[a1 − b1], a2, . . . , ak | b2 . . . , bt)]
.
Démonstration. Résulte du lemme précédent et du corollaire 3.1(4). 
Théorème 3.3. Soient (a, b, n) ∈ (N×)3 tel que b ≤ a ≤ n. Alors, l’indice de qCn (a | b) est
donné par
χ[qCn (a | b)] =
{
n si a = b
[a[a−b]2 ] + [
a−b−a[a−b]
2 ] + n− a si a 6= b
Démonstration. Supposons a = b, le résultat se déduit de l’assertion 4) du corollaire 3.1. Sup-
posons a > b, il suit du corolaire 3.1, qu’on peut supposer a = n. Utilisons le lemme 3.6, on
a
χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
a−b(a− b− a[a− b], a[a− b] | ∅)
D’où le résultat. 
Lemme 3.8. Soit qCn (n | a) une sous-algèbre biparabolique de sp(2n) où a = (a1, . . . , ak) est une
composition vérifiant |a| ≤ n. Soient s = n − |a| et a
′
= (a1, . . . , ak, s).Considérons q
A(n | a
′
)
la sous-algèbre biparabolique de gl(n) associée à la paire de compositions (n, a
′
). Alors, il existe
α ∈ N et une composition c = (c1, . . . , cj) vérifiant j ≤ k et |c| ≤ s tels que l’on a
χ[qCn (n | a)] = α+ χ[q
C
s+|c|(s+ |c| | c)]
χ[qA(n | a
′
)] = α+ χ[qA(s+ |c| | c, s)]
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Démonstration. Si 2|a| ≤ n, il suffit de considérer α = 0 et c = a. Supposons que 2|a| > n,
il suit du lemme 2.4 [2] qu’il existe 1 ≤ i ≤ k tel que ai ≥ |di| (voir la définition des di dans
les théorèmes 2.3 et 3.2). Il résulte alors des théorèmes 2.3 et 3.2 que le résultat s’obtient par
récurrence sur |a|.

Théorème 3.4. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions vérifiant |b| ≤
|a| = n, et s = |a| − |b|. Supposons k + t < s, alors qCn (a | b) n’est pas une sous-algèbre de
Frobenius de sp(2n).
Démonstration. Utilisant le lemme 3.1 et le théorème 3.2, on a :
χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
2n−a1(2n − a1 | ak, . . . , a2, b)]
Supposons que la sous-algèbre qCn (a | b) de sp(2n) est de Frobenius. Il suit du lemme 3.8
qu’il existe une composition c = (c1, . . . , cj) telle que j ≤ k + t − 1 < s − 1, |c| ≤ s et
χ[qC
s+|c|(s+ |c| | c)] = 0. Comme |c| ≤ [
s+|c|
2 ], il suit du lemme 3.3 que ci = 1, 1 ≤ i ≤ j et qu’il
existe ǫ ∈ {0, 1} tel que j = |c| = s− ǫ. On en déduit que j ≥ s− 1 : une contradiction. 
Théorème 3.5. Soient (a, b, c) ∈ N×. On pose max(a + b, c) = n, p = (a + b) ∧ (b + c) et
r = |a+ b− c|. On a :
1) Si p > r, alors χ(qCn (a, b | c)) = p− r + [
r
2 ].
2) Si p ≤ r, on a :
χ[qCn (a, b | c)] = [
r
2 ] si p et r de même parité.
χ[qCn (a, b | c)] = [
r
2 ]− 1 sinon.
Démonstration. Supposons c ≤ a+ b = n. Il suit du lemme 3.1 et du théorème 3.2 que l’on a
χ[qCn (a, b | c)] = χ[q
C
2n(2n | b, a, c)] = χ[q
C
b+c+r(b+ c+ r | b, c)]
Supposons r = 0, il suit du corollaire 3.1 (4) et du théorème 2.2 que l’on a
χ[qCb+c+r(b+ c+ r | b, c)] = χ[q
A(b+ c | b, c)] = b ∧ c = p
Supposons dans la suite que r 6= 0 et rappelons les deux propriétés suivantes qui nous seront
utiles après,
P : Tout triplet (x, y, z) ∈ N3 vérifie l’une des conditions suivantes
i) x+ y ≤ z
ii) x ≥ y + z
iii) y > |x− z|
P
′
: Soit z ∈ N×, pour toute paire (x, y) ∈ N2, il existe (x
′
, y
′
) ∈ N2 vérifiant

(x
′
+ y
′
) ∧ (y
′
+ z) = (x+ y) ∧ (y + z) =: q
x
′
= z et y
′
= q − z si q > z
x
′
+ y
′
≤ z si q ≤ z
tel que l’on a χ[qCx+y+z(x+ y + z | x, y)] = χ[q
C
x
′+y′+z
(x
′
+ y
′
+ z | x
′
, y
′
)]
La propriété P est évidente. Montrons la propriété P
′
par récurrence sur la valeur de x+ y.
Supposons x + y ≤ z, en particulier q ≤ z. Le résultat est vrai avec x = x
′
et y = y
′
.
Supposons x+ y > z, il suit de la propriété P que l’on a x ≥ y + z ou y > |x− z|. Si x = z, en
particulier q = x+ y = y + z > z. Le résultat est encore vrai avec x = x
′
et y = y
′
. Si x 6= z, il
suit du théorème 3.2 que l’on a
χ[qCx+y+z(x+ y+ z | x, y)] =
{
χ[qC
x[|y+z|]+y+z(x[|y + z|] + y + z | x[|y + z|], y)] si x ≥ y + z
χ[qC
x+y[|x−z|]+z(x+ y[|x− z|] + z | x, y[|x− z|])] si y > |x− z|
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Remarquons que (x[|y + z|] + y)∧ (y + z) = (x+ y[|x− z|]) ∧ (y[|x− z|] + z) = q. Il suffit alors
d’appliquer l’hypothèse de récurrence à la paire
(x1, y1) =
{
(x[|y + z|], y) si x ≥ y + z
(x, y[|x− z|]) si y > |x− z|
Il suit de ce qui précède qu’il existe (b
′
, c
′
) ∈ N2 vérifiant

(b
′
+ c
′
) ∧ (c
′
+ r) = (b+ c) ∧ (c+ r) = p
b
′
= r et c
′
= p− r si p > r
b
′
+ c
′
≤ r si p ≤ r
tel que l’on a χ[qCn (a, b | c)] = χ[q
C
b
′
+c
′
+r
(b
′
+ c
′
+ r | b
′
, c
′
)].
Supposons p > r, en particulier b′ = r et c
′
= p − r. Il suit du théorème 3.2 et du lemme 3.3
que l’on a
χ[qCn (a, b | c)] = χ[q
C
b
′+c′+r
(b
′
+ c
′
+ r | b
′
, c
′
)] = c
′
+ [
r
2
] = p− r + [
r
2
]
Supposons p ≤ r, en particulier b
′
+ c
′
≤ r. Il suit du lemme 3.3 que l’on a
χ[qCn (a, b | c)] = [
b
′
2
] + [
c
′
2
] + [
r − b
′
− c
′
2
]
On distingue deux cas
Si p est pair, les entiers c
′
, b
′
et r sont alors de même parité. En particulier, on a
χ[qCn (a, b | c)] =
{
[ r2 ] si r est pair
[ r2 ]− 1 si r est impair
Si p est impair, alors parmi les entiers c
′
, b
′
et r − b
′
− c
′
, il y a un entier impair et un autre
pair. En particulier, on a
χ[qCn (a, b | c)] =
{
[ r2 ]− 1 si r est pair
[ r2 ] si r est impair
Supposons a + b ≤ c = n. Il suit du corollaire 3.1 que l’on a χ[qCn (a, b | c)] = χ[q
C
n (c | a, b)].
Remarquons que p = (a+ b) ∧ (b+ r), le résultat se déduit de ce qui précède. 
Corollaire 3.2. Soit (a, b, c) ∈ N×, qCn (a, b | c) est une sous-algèbre de Frobenius de sp(2n) si
et seulement si max(a+ b, c) = n, et de plus, l’une des conditions suivantes est vérifiée :
1) r = 1 et p = 1
2) r = 2 et p = 1
3) r = 3 et p = 2
Théorème 3.6. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions vérifiant |b| ≤
|a| = n, et s = |a| − |b|. Considérons qA(a | b, s) la sous-algèbre biparabolique de gl(n) associée
à la paire de compositions (a, (b1, . . . , bt, s)). Alors,
1) Il existe une composition d de s qui vérifie :
χ[qCn (a | b)]− χ[q
A(a | b, s)] = χ[qCs (d | ∅)]− χ[q
A(d | s)]
2) i) Supposons χ[qA(a | b, s)] = 1, alors χ[qCn (a | b)] =
{
[ s2 ]− 1 si s est pair
[ s2 ] si s est impair
ii) Supposons χ[qCn (a | b)] = 0, alors χ[q
A(a | b, s)] = [ s+12 ]
Démonstration. 1) Il suit des lemmes 2.1 et 3.1 que l’on a
χ[qA(a | b, s)] = χ[qA(2n | a−1, b, s)]
χ[qCn (a | b)] = χ[q
C
2n(2n | a
−1, b)]
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où a−1 = (ak, . . . , a1). D’après le lemme 3.8, il existe α ∈ N et une composition c =
(c1, . . . , ct) vérifiant |c| ≤ s telle que l’on a
χ[qA(2n | a−1, b, s)] = α+ χ[qA(s+ |c| | c, s)]
χ[qC2n(2n | a
−1, b)] = α+ χ[qCs+|c|(s + |c| | c)]
Soit d =
{
(s − |c|, ct, . . . , c1) si |c| < s
(ct, . . . , c1) si |c| = s
. Puisque |c| ≤ s, alors |c|+s−2(c1+· · ·+ci−1) ≥
2ci, 1 ≤ i ≤ t. En appliquant les lemmes 3.6 et 3.7 avec a1 = |c| + s − 2(c1 + · · · + ci−1)
et b1 = ci, i = 1, . . . , t, on obtient
χ[qA(s+ |c| | c, s)] = χ[qA(d | s)]
χ[qCs+|c|(s+ |c| | c)] = χ[q
C
s (d | ∅)]
D’où le résultat.
2) i) Supposons χ[qA(a | b, s)] = 1, alors α = 0 et χ[qA(d | s)] = 1. Par suite χ[qCn (a | b)] =
χ[qCs (d | ∅)] = [
c1
2 ] + · · · + [
ct
2 ] + [
s−|c|
2 ]. D’autre part, il suit du théorème 2.1 que le
méandre ΓA(d | s) de qA(d | s) est un segment, ce qui implique que, parmi les entiers
c1, . . . , ct, s− |c| et s, il en existe uniquement deux qui sont impairs. En particulier,
χ[qCn (a | b)] =
{
[ s2 ]− 1 si s est pair
[ s2 ] si s est impair
ii) Supposons χ[qCn (a | b)] = 0. Il suit du lemme 3.3 que ci = 1, 1 ≤ i ≤ r, |c| = s− ǫ, ǫ ∈
{0, 1}. Il en résulte que χ[qA(a | b, s)] = χ[qA(d | s)] = [ s+12 ].

Corollaire 3.3. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions vérifiant |b| ≤
|a| = n. Supposons que s = |a| − |b| = 1 ou 2, alors qCn (a | b) est une sous-algèbre de Frobenius
de sp(2n) si et seulement si qA(a | b, s) ∩ sl(n) est une sous-algèbre de Frobenius de sl(n).
4. sous-algèbres biparaboliques de so(p)
Comme nous l’avons vu au numéro 2, toute sous-algèbre biparabolique de so(2n + 1) (resp.
so(2n)) est conjuguée sous l’action du groupe adjoint connexe à l’une des qBn (a | b) (resp.
qDn (a | b)) où a et b sont deux compositions telles que |a| ≤ n et |b| ≤ n. On associe à q
B
n (a | b)
le même méandre associé à la sous-algèbre biparabolique qCn (a | b) de sp(2n). De plus, l’indice
de qB(a | b) est égal à celui de qCn (a | b) (voir [7]). Ainsi, tous les résultats obtenus dans cet
article pour les sous-algèbres biparaboliques de sp(2n) sont encore vrais pour les sous-algèbres
biparaboliques de so(2n + 1).
Soit C2n muni de la forme quadratique non dégénérée canonique. Comme expliqué dans [6,
5.24], un sous-espace isotrope de dimension n− 1, E de C2n, est contenu exactement dans deux
sous-espaces isotropes de dimension n, chacun desquels est laissé invariant par le stabilisateur
de E dans SO(2n). Il en résulte que dans le cas de type D, on peut supposer que si |a| = n
(resp. |b| = n), alors ak > 1 (resp. bt > 1), ce que nous faisons désormais.
Soit Ξn l’ensemble des paires de compositions (a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bt)) qui vérifient :
|a| = n, |b| = n− 1 et ak > 1 ou |b| = n, |a| = n− 1 et bt > 1.
Dans [8], Panyushev et Yakimova associent à chaque sous-algèbre biparabolique qDn (a | b) de
so(2n) un méandre de la manière suivante :
* Si (a, b) /∈ Ξn, on associe à la sous-algèbre biparabolique qDn (a | b) le méandre Γ
D
n (a | b) :=
ΓCn (a | b), celui associé à la sous-algèbre biparabolique q
C
n (a | b) de sp(2n).
* Si (a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bt)) ∈ Ξn et |a| = n, on pose b
′
:= (b1, . . . , bt−1, bt + 1) et
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on associe à la sous-algèbre biparabolique qDn (a | b) le méandre Γ
D
n (a | b) obtenu du méandre
ΓCn (a | b
′
) en remplaçant l’arc joignant les sommets a1+ · · ·+ ak−1+1 et n par un arc joignant
les sommets a1+ · · ·+ak−1+1 et n+1, et l’arc joignant les sommets n+1 et n+ak par un arc
joignant les sommets n et n + ak. Ces deux nouveaux arcs sont les seuls arcs de ΓDn (a | b) qui
se croisent, on les appelle arcs croisés. De plus, ils sont soit dans un même cycle, soit chacun
d’eux est dans un segment distinct du segment qui contient l’autre arc. Si |b| = n, on associe
à la sous-algèbre biparabolique qDn (a | b) le méandre Γ
D
n (a | b) symétrique de Γ
D
n (b | a) par
rapport à la droite qui relie ses sommets.
Exemple 4.1.
ΓC10(1, 6, 3 | 3, 2, 5) =
r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r
★ ✥✓ ✏ ★ ✥✓ ✏✓ ✏☛✟ ✓ ✏☛✟
✫ ✪✚ ✙✡✠ ✒ ✑ ✫ ✪✚ ✙✡✠✒ ✑
↓
ΓD10(1, 6, 3 | 3, 2, 4) =
r r r r r r r r r r r r r r r r r r r r
★ ✥✓ ✏ ★ ✥✓ ✏✓ ✏☛✟ ✓ ✏☛✟
✫ ✪✚ ✙✡✠ ✚ ✙ ✫ ✪✚ ✙✡✠✚ ✙
Exemple 4.2.
ΓC5 (5 | 5) =
r r r r r r r r r r
★ ✥✓ ✏ ★ ✥✓ ✏
✧ ✦✒ ✑ ✧ ✦✒ ✑ → ΓD5 (4 | 5) = r r r r r r r r r r
★ ✥✓ ✏★ ✥✓ ✏
✧ ✦✒ ✑ ✧ ✦✒ ✑
Théorème 4.1. [8] Soit qDn (a | b) une sous-algèbre biparabolique de so(2n), on a
χ[qDn (a | b)] = nombre de cycles +
1
2
(nombre de segments non invariants) + ǫ
où ǫ est donné de la manière suivante :
* Si (a, b) /∈ Ξn, alors
ǫ =


0 si |a| − |b| est un entier pair
1 si |a| − |b| est un entier impair, max(|a|, |b|) = n et de plus l’arc joignant les sommets
n et n+1 est un arc d’un segment de ΓDn (a | b)
−1 dans les cas restants
* Si (a, b) ∈ Ξn, alors
ǫ =
{
−1 si les arcs croisés sont dans un même cycle de ΓDn (a | b)
0 sinon
Remarque 4.1. Avec les notations du théorème 4.1, si (a, b) /∈ Ξn, on a
χ[qDn (a | b)] = χ[q
C
n (a | b)] + ǫ
De manière analogue au cas sp(2n), on a le lemme suivant,
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Lemme 4.1. Soient a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bt) deux compositions telles que |b| ≤ |a| ≤
n. On pose a−1 = (ak, . . . , a1). On a :
1) χ[qDn (a | b)] = χ[q
D
n (b | a)]
2) χ[qDn (a | b)] = χ[q
D
n+|a|(2|a| | a
−1, b)]
Théorème 4.2. Soient t ∈ N× et a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant |a| ≤ t ≤ n et
(t | a) /∈ Ξn. On pose ak+1 = t− |a| et di = (a1 + · · ·+ ai−1)− (ai+1 + · · ·+ ak+1), 1 ≤ i ≤ k.
1) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di 6= 0 et tout α ∈ Z tel que ai + α|di| ≥ 0, on a
χ[qDn (t | a)] = χ[q
D
n+α|di|
(t+ α|di| | a1, . . . , ai−1, ai + α|di|, ai+1, . . . , ak)]
En particulier, on a
χ[qDn (t | a)] = χ[q
D
n−ai+ai[|di|]
(t− ai + ai[|di|] | a1, . . . , ai−1, ai[|di|], ai+1, . . . , ak)]
2) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di = 0, on a
χ[qDn (t | a)] = ai + χ[q
D
n−ai(t− ai | a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak)]
Démonstration. Rappelons que dans ce cas ΓDn (t | a) = Γ
C
n (t | a), il suit du théorème 4.1 que
l’on a
χ[qDn (t | a)] = χ[q
C
n (t | a)] + ǫ
où ǫ est donné par :
ǫ =


0 si t− |a| est un entier pair
1 si t− |a| est un entier impair, t = n et de plus l’arc de ΓDn (t | a) joignant les sommets
n et n+ 1 est un arc d’un segment de ΓDn (t | a)
−1 dans les cas restants
Compte tenu du théorème 3.2, il reste également à vérifier la condition sur l’arc joignant les
sommets n et n+ 1. Pour cela, on pose
(n
′
| t
′
| a
′
) :=
{
(n+ α|di| | t+ α|di| | a1, . . . , ai−1, ai + α|di|, ai+1, . . . , ak) si ai + α|di| ≥ 0
(n− ai | t− ai | a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak) si di = 0
,
en particulier, t
′
− |a
′
| = t − |a| et (t
′
| a
′
) /∈ Ξn′ . Il s’ensuit que Γ
D
n
′ (t
′
| a
′
) = ΓC
n
′ (t
′
| a
′
).
Remarquons que dans le cas di = 0, le méandre ΓCn (t | a) est réunion disjointe des méandres
ΓC
n
′ (t
′
| a
′
) et ΓCai(ai | ai), et dans le cas ai + α|di| ≥ 0, le méandre Γ
C
n
′ (t
′
| a
′
) est obtenu du
méandre ΓCn (t | a) comme expliqué dans la preuve du lemme 3.4. Il en résulte que l’arc joignant
les sommets n et n+1 est un arc d’un segment de ΓCn (t | a) si et seulement si l’arc joignant les
sommets n
′
et n
′
+ 1 est un arc d’un segment de ΓC
n
′ (t
′
| a
′
).

Remarque 4.2. Soient (a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bt)) ∈ Ξn tel que |b| = n − 1. On pose
b
′
:= (b1, . . . , bt−1, bt + 1) et on considère Γ
A(a | b
′
) le méandre de la sous-algèbre biparabolique
qA(a | b
′
) de gl(n) dont les sommets sont les n premiers sommets du méandre ΓDn (a | b). Alors,
les arcs croisés du méandre ΓDn (a | b) sont dans un même cycle si et seulement si le dernier
sommet (le somment n) du méandre ΓA(a | b
′
) appartient à un cycle de ΓA(a | b
′
).
Corollaire 4.1. Avec les notations précédentes, on a
χ[qDn (a | b)] =
{
χ[qA(a | b
′
)] si le somment n appartient à un segment de ΓA(a | b
′
)
χ[qA(a | b
′
)]− 2 sinon
En particulier, pour n ≥ 1, on a χ[qDn (n | n− 1)] = |n− 2|
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Pour une sous-algèbre biparabolique qA(a | b) de gl(n), on pose
Ψ[qA(a | b)] =
{
χ[qA(a | b)] si le somment n appartient à un segment de ΓA(a | b)
χ[qA(a | b)]− 2 sinon
Théorème 4.3. Soient a = (a1, . . . , ak) une composition vérifiant 1 ≤ |a| = n − 1 (i.e (n |
a) ∈ Ξn). On pose a
′
= (a
′
1, . . . , a
′
k) = (a1, . . . , ak−1, ak + 1), dk = −(a
′
1 + · · · + a
′
k−1) et
di = (a
′
1 + · · ·+ a
′
i−1)− (a
′
i+1 + · · ·+ a
′
k), 1 ≤ i ≤ k − 1.
1) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di 6= 0 et tout α ∈ Z tel que a
′
i + α|di| ≥ 0, on a
χ[qDn (n | a1, . . . , ak)] = Ψ[q
A(n+ α|di| | a
′
1, . . . , a
′
i−1, a
′
i + α|di|, a
′
i+1, . . . , a
′
k)]
En particulier, si on pose ti = a
′
i − a
′
i[|di|], on a
χ[qDn (n | a1, . . . , ak)] = Ψ[q
A(n− ti | a
′
1, . . . , a
′
i−1, a
′
i[|di|], a
′
i+1 . . . , a
′
k)]
2) Pour tout 1 ≤ i ≤ k tel que di = 0, on a
χ[qDn (n | a1, . . . , ak)] = ai +Ψ[q
A(n− ai | a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak)]
Démonstration. Soit 1 ≤ i ≤ k. On pose (n
′
| a
′′
) la paire de compositions donnée par
(n
′
| a
′′
) =
{
(n+ α|di| | a
′
1, . . . , a
′
i−1, a
′
i + α|di|, a
′
i+1, . . . , a
′
k) si a
′
i + α|di| ≥ 0
(n− ai | a1, . . . , ai−1, ai+1 . . . , ak) si di = 0
Considérons ΓA(n | a
′
) le méandre de qA(n | a
′
) et ΓA(n
′
| a
′′
) le méandre de qA(n
′
| a
′′
) obtenu
de ΓA(n | a
′
) de la manière introduite dans [2]. On vérifie que le dernier sommet de ΓA(n | a
′
)
appartient à un segment de ΓA(n | a
′
) si et seulement si le dernier sommet de ΓA(n
′
| a
′′
)
appartient à un segment de ΓA(n
′
| a
′′
). Il suit du théorème 2.3 que Ψ[qA(n | a
′
)] = Ψ[qA(n
′
|
a
′′
)]. Le résultat se déduit imédiatement du corollaire précédent. 
Remarque 4.3. Compte tenu du lemme 4.1, les théorèmes 4.2 et 4.3 donnent un algorithme
de réduction pour calculer l’indice des sous-algèbres biparaboliques de so(2n).
Exemple 4.3. Considérons la sous-algèbre biparabolique qD335(218, 15, 102 | 33, 301) de so(670).
On vérifie que (218, 15, 102 | 33, 301) ∈ Ξ335. Compte tenu du lemme 4.1, on a
qD335(218, 15, 102 | 33, 301) = χ[q
D
670(670 | 102, 15, 218, 33, 301)]
Puis, on applique le théorème 4.2, on a
χ[qD670(670 | 102, 15, 218, 33, 301)] = Ψ[q
A(670 | 102, 15, 218, 33, 302)]
= Ψ[qA(452 | 102, 15, 33, 302)]
= Ψ[qA(152 | 102, 15, 33, 2)]
= Ψ[qA(52 | 2, 15, 33, 2)]
= Ψ[qA(22 | 2, 15, 3, 2)]
= Ψ[qA(7 | 2, 3, 2)]
= 3 + Ψ[qA(4 | 2, 2)]
= 3 + Ψ[qA(2 | 2)]
= 3 + 2− 2
= 3
Considérons la famille des sous-algèbre biparaboliques de so(2n) de la forme qDn (a, b | c) où
(a, b, c) ∈ (N×)3. Dans le cas où (a, b | c) /∈ Ξn, il est simple d’obtenir une formule pour l’indice
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de qDn (a, b | c) à partir du théorème 3.5 et du théorème 4.1. Pour le cas (a, b | c) ∈ Ξn, il suit
du lemme 4.1 et du corollaire 4.1 qu’on peut supposer (a, b | c) = (a, n − a − 1 | n). D’après
le théorème 2.2, on a χ[qA(a, n − a | n)] = a ∧ n. Il suit du lemme 3.3 de [2] que le dernier
sommet du méandre ΓA(a, n − a | n) appartient à un cycle de ΓA(a, n − a | n) si et seulement
si a ∧ n ≥ 2. Ainsi, on a le théorème suivant
Théorème 4.4. Soit (a, n) ∈ (N×)2 tel que a ≤ n− 2, on a
χ[qDn (a, n− a− 1 | n)] = χ[q
D
n (a, n − a | n− 1)] = |(a ∧ n)− 2|
Corollaire 4.2. Soit (a, b, c) ∈ (N×)3, p = (a+ b) ∧ (b+ c), r = |a+ b− c| et q = a ∧ n. Alors
qDn (a, b | c) est une sous-algèbre de Frobenius de so(2n) si et seulement si l’une des conditions
suivantes est vérifiée :
1) r = 1, q = 2 et max(a+ b, c) = n
1) r = 1, p = 1 et max(a+ b, c) = n− 1
2) r = 2, p = 1 et max(a+ b, c) = n
3) r = 3, p = 2 et max(a+ b, c) = n− 1
Théorème 4.5. On pose FAn := {q
A(a | b) ⊂ gl(n) : χ[qA(a | b)] = 1} et FDn := {q
D
n (a |
b) ⊂ so(2n) : (a | b) ∈ Ξn et χ[q
D
n (a | b)] = 0}. Soient a = (a1, . . . , am) et b = (b1, . . . , bt)
deux compositions de n telles que qA(a | b) ∈ FAn , alors les sous-algèbres q
D
2n(2a1, . . . , 2am |
2b1, . . . , 2bt−1, 2bt − 1) et q
D
2n(2a1, . . . , 2am−1, 2am − 1 | 2b1, . . . , 2bt) appartiennent à F
D
2n, et
toutes les sous-algèbres de so(2n) appartenant à FD2n sont ainsi obtenues.
En particulier, pour tout n ≥ 1, on a FD2n+1 = ∅ et ♯F
D
2n = 2♯F
A
n
Démonstration. Soit (c = (c1, . . . , cm), d = (d1, . . . , dt)) ∈ Ξn tel que |c| = n. On pose d
′
=
(d1, . . . , dt−1, dt + 1), c’est une composition de n. Il résulte du corollaire 4.1 que qDn (c | d) est
une sous-algèbre de Frobenuis de so(2n) si et seulement si ΓA(c | d
′
) est un cycle. D’autre part,
il résulte du lemme 3.4 de [2] que ΓA(c | d
′
) est un cycle si et seulement si χ[qA(c | d
′
)] =
c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ d1 ∧ . . . ∧ dt−1 ∧ (dt + 1) = 2. Il suit du théorème 2.1 que χ[qA(a | b)] = 1 si
et seulement si ΓA(a | b) est un segment. On déduit alors du lemme 2.6 de [2] que l’applica-
tion qA(a | b) 7−→ qA(2a1, . . . , 2am | 2b1, . . . , 2bt) est une bijection de FAn sur l’ensemble des
sous-algèbres biparaboliques qA(a | b) de gl(2n) tel que ΓA(a | b) est un cycle. En particulier,
qD2n(2a1, . . . , 2am | 2b1, . . . , 2bt−1, 2bt − 1) et q
D
2n(2a1, . . . , 2am−1, 2am − 1 | 2b1, . . . , 2bt) appar-
tiennent à FD2n, et toutes les sous-algèbres de so(2n) appartenant à F
D
2n sont ainsi obtenues. De
plus, la condition c1 ∧ . . . ∧ cm ∧ d1 ∧ . . . ∧ dt−1 ∧ (dt + 1) = 2 montre que FDn = ∅ si n est
impair. 
Dans [2], nous avons étudié la famille des sous-algèbres biparaboliques de gl(n) de la forme
qA(n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b) où (a, b,m) ∈ (N×)3. L’indice d’une telle sous-algèbre est donné par la formule
suivante
χ[qA(n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b)] = (a ∧ b)φm(
a
a ∧ b
,
b
a ∧ b
)
où φm la fonction définie sur I := {(a, b) ∈ N×
2
| a est impair ou b est impair} par :
φm(a, b) =


[m2 ] + 1 si a est impair et b est impair
[m+12 ] si a est impair et b est pair
1 si a est pair et b est impair
De plus, nous avons décrit explicitement le méandre ΓA(n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b) (voir lemme 3.3 [2]). Il en
résulte que le dernier sommet de ΓA(n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b) appartient à un segment de ΓA(n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b)
si et seulement si (a ∧ b) = 1. On en déduit le théorème suivant :
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Théorème 4.6. (Avec les notations précédentes), Soit (a, b,m) ∈ (N×)3. On pose n = ma+b+1
et p = a ∧ (b+ 1). Alors, (n, (a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b)) ∈ Ξn et on a,
1) χ[qDn (n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b)] =
{
φm(a, b+ 1) si p = 1
pφm(
a
p
, b+1
p
)− 2 si p ≥ 2
2) qDn (n | a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m
, b) est une sous-algèbre de Frobenius de so(2n) si et seulement si p = 2 et
de plus l’une des conditions suivantes est vérifiée
(i) m=1
(ii) a2 est pair et
b+1
2 est impair
(iii) a2 est impair,
b+1
2 est pair et m = 2
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